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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et soin de la
présentation. L 'usage des calculatrices n’est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, meme
s'il n'a pu étre démontré.

On désigne par (E, < / >) un espace préhilbertien réel. On note ||.|| la norme associée au
produit scalaire < / > .
Pour tout sous espace vectoriel F de E, on désigne par F* l'orthogonal de F c'est & dire
Ft={zeFtelque <z/y>=0Vye F}.
Soient n un entier non nul et (u;);<i<n une famille de vecteurs de E. On appelle matrice de
Gram de la famille (u;)1<i<n la matrice

<uipfui > El g > -, < U ug >\

<uyfuy > <ugfus > ... < uyfu, >
G('UI,UQ,...,Un) = i . S '

< ugfui S e > ... <un/un>)

le déterminant de G(uy,uy, ..., u,) est appelé déterminant de Gram de la famille (u;)1<i<n €t

est noté g(up, ua, ..., Un).
Partie I

Soient n umsentier non nul et (uy, ..., u,) n vecteurs de E.

1) Montrer que si la famille de vecteurs (u;)1<i<n est liée alors g(uy, ug, ..., un) = 0.

2) On suppose que la famille de vecteurs (u;)1<i<n est libre et on désigne par H le sous espace
vectoriel engendré par (u;)i<i<n. On considere (e;, es, ..., €,) une base orthonormée de H et f
I'endomorphisme de H tel que f(e;) = u, pour 1 < i < n et A la matrice de f dans la base
{€1,€2,....€n).

Montrer que G(uy, ua, ..., u,) = 'AA.

3) En déduire que la famille de vecteurs (u;)1<i<y, est libre, si et seulement si g{uy, us, ..., B 2 0:
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4) On suppose que la famille de vecteurs (ui)1<i<n st orthonormée et on désigne par H le sous
espace vectoriel de base B = (u;);<;<n. Soit b une forme bilinéaire symétrique sur H. On note
A = M(b, B) la matrice de b dans la base B.

a) Montrer qu'il existe une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P, éléments de
M, (R), telles que -
‘PAP = D.

b) Soit B, une autre base de H et Q la matrice de passage de B a B,. Ecrire M(b,B,) en

fonction de A et Q.

c) On désigne par B’ = {vy,vs, ...v, } la base de H telle que la matrice de passage de B 4 B' est
donnée par P. Montrer que :

M(b,B') = D.

d) Montrer que
Gug,vaety) =1,

e) En déduire que {vy,v,,...,v,} est orthonormale pour le produit scalaire < / > et que
b(vi,v;) = 0 pour ¢ # j.
Partie IT

Soit F' un sous espace vectoriel de E. Pour tout a € E, on note :

d(a, F) = inf [la — y]|.
1) a) Soit z € F. Montrer que :

la — z|| = d(a, F), si et seulement si, a — z € F~.

b) Montrer que, s'il existe z € F tel que ||a — z|| = d(a, F), alors z est unique.
2) On suppose dans cette question que la dimension de F est finie.
a) Montrer que

E=FeF*-

b) Montrer que, pour tout z € E, il existe un unique vecteur y € F tel que :

lz —yll = d(z, F).

On note /
Yy = HF(I).
c) Soient {ej, ez, ...,e,} une base de F, z € E et y = Ip(z) = D yies.
$=1

Montrer que les composantes y;, pour i compris entre 1 et n, sont données par le systéme :

n <zfe > ‘

9 < 'TjEs> > {

G(GI? €2, "'ven) y:q — / %

: Un <z/en > ;
x

d) Soit z € E . 3

i) Montrer que :

<z/z >=d(z, F)*+ < p(z)/Ur(z) > .
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ii) Montrer que pour tout entier tentre 1 et n,on a :

<efr >=<e/llp(z) > .

iii) Montrer que : g(ey, e, €n, T) = d(z, F)%g(ey, €9, ...,).
iv) En déduire que :

_ | gles,ea,...en, 1)
Sl \j gle, ea...ep)

3) On suppose dans cette question que F est un sous espace vectoriel de £ de dimension
~quelconque vérifiant :

Toute suite de Cauchy de F, converge dans F .

a) Montrer que, ¥ z, y € F -
Iz + ¥l + llz = yII? = 2({l2}|? + [ly||>).
b) Soit a € E. Montrer qu'il existe une suite (Yn)neny C F telle que

lim |la - ya| = d(a, F).

n—21-00

c) Montrer que la suite (Yn)nen est de Cauchy dans F.
d) En déduire qu’il existe b € F, tel que :

la — bl = d(a, F).

4) On suppose dans cette question que E = R[X], 'espace vectoriel des polynémes a coefficients

n n .

dans R. On munit E du produit scalaire usuel défini par : pour P = Z a; X' et Q = Z b; X?,
=0 1=0

< PIQ 5= Za,-b,-. Soit I’hyperplan H défini par :

1=0

deg(P) deg(P)
H={P= )" a;X" tel que > a; =0}
1=0 1=0

p .
et soit Q = Za,u" € H-.

=0 ,
a) Montrer que ag = a; = ... = Qp. i
b) En considérant le polynéme P = Q — ao(p + 1)XP*! montrer que & =0. _3
c) En déduire que : g
HoH' #E. :
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Partie II1

Dans cette partie on se place sur E = C([0, 5], R) I'espace des applications continues de
[0, %] & valeurs dans R, muni du produit scalaire :

(f,9) —< f/g>= /0% f(z)g(z)sinzdz.

On note ||.|| la norme associée a ce produit scalaire.
Pour A réel strictement positif, on note py 1'élément de E défini par : V ¢ € [0, ], pA{t) = cos’t.
Soit (A;);>1 une suite strictement croissante de réels strictement positifs,non entiers et vérifiant

1
im \; = 400 et — est une série divergente.

Pour n un entier non nul, on note F,, le sous espace vectoriel engendré par la famille
{pr,,1<i<n}et F=|JF,.

n>1
1) Vérifier que F;, est un sous espace vectoriel de E de dimension n.
2) Soit p un entier naturel non nul. ai,as,...,ap, by, ba, ..., b, des réels strictement positifs tels
que pour tout i, pour tout j, i # j = b; # b;.
Le but de cette question est de calculer le déterminant de la matrice de M,(R) de terme
général (——)1<; j<p- Ce déterminant sera noté C(ay, ..., a,, by, ..., b,) et appelé le déterminant

ai+b;

de Cauchy.

_ (X —a1)...(X —ap-1)
) Soit Q(X) =

2) Seit QUX) = I 5. (X 7 )
Expliciter la décomposition en éléments simples de Q(X).

b) On note D le déterminant d’ordre p :

1 1

a1+b = a1+bp—1 Q(al)
1 1

P a+b1 " a3tbp1 Q(a2)
1 1

ap+br 77 aptbp-1 Q(ap)

Montrer, a 'aide de a), et en calculant D par deux méthodes différentes que :

=0 (ai + by)
C g ooy . ,b ,...,b —1] = 1:1 4 P
Qap)C a1, ap-t by bpmt) = FET N

C’(al, ey Qp,s bl, ...,bp).

¢) En déduire que :

Mi<icj<p(a; — ai) Mi<icj<p(bj — bi)
Clay, ..., Gp, by, ..., by) = —==4=F <i<j<p
R MMicij<pl@i +05)

3) Soit k un entier naturel fixé pour toute la suite du probléme. Pour n un entier non nul, on
note :
uf = (d(cos*t, F,))?.

n

Exprimer uf en fonction de déterminant de Gram.
4) a) On note \g = k et p; = A; + 3, pour i € {0,1,...,n}.
_Montrer que :

k __ C(NO: oy My Oy -ees uﬂ.)
un

B C(,u'la covy Hny He1y -y ,un) -
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b) En déduire que :

b 1="( el )?
n 1+2k1=1 1+ A +k
c) _
i) Montrer qu'il existe un entier naturel non nul N telque: Vi> NV 11— it
2k +1
ii) Quelle est la nature de la série > In(1- ;F—)
S 1+ X\ +k
d) Montrer que u tend vers zéro quand n tend vers +oc.
e)

i) Démontrer que :

Ve>0,3ne N*, J(ay, as, ..., a,) € R™ tels que ||py — Zaip,\,H <e.

=1

ii) En déduire & I'aide du théoreme d’a
est limite d’une suite d’éléments de F.

pproximation de Weierstrass, que toute fonction f de F
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